Индивидуальное поведение: теория производителя

1. Базовые понятия

Мы начнем эту главу с обсуждения производства и издержек – вопросов, с которыми сталкивается любая фирма.

Напомним, что такое фирма. В простейшем понимании это организационная единица (entity), создаваемая индивидами для некоторой цели. Обычно она занимается тем, что приобретает факторы производства и использует их для выпуска продукции. Факторы производства покупаются на рынках факторов, а расходы на них являются издержками фирмы. Продукция продается на рынках продукции, а фирма получает от этого доход.

Зачем вообще создавать фирму и что помогает принимать многочисленные решения, необходимые для ее функционирования? Любой экономист скорее всего ответит, что все это делается для максимизации прибыли – и будет абсолютно прав. Прибыль равна разнице между доходами, которые фирма получает, продавая свою продукцию, и расходами, которые она несет, покупая факторы производства, и представляет собой доход владельцев фирмы. Они же одновременно являются потребителями, получающими удовлетворение от товаров и услуг, которые можно купить на их доход. Ясно, что чем больше прибыль фирмы, тем больше товаров и услуг могут позволить себе ее владельцы. Поэтому они будут стремиться к тому, чтобы все решения о приобретении факторов производства, их использовании и продаже продукции служили цели максимизации прибыли.

Это, конечно, не единственный мотив поведения фирмы. Экономисты рассматривают многие другие варианты, в том числе максимизацию объема продаж, доли на рынке и даже престижа. Каждый из них, наряду с другими, обладает определенной внешней привлекательностью, но большинство экономистов в своей работе, как правило, продолжает использовать гипотезу максимизации прибыли.

Подобное упорство имеет веские причины. С эмпирической точки зрения на основе предположения о максимизации прибыли делаются прогнозы, которые вновь и вновь подтверждаются фактами. С теоретической точки зрения оно, во-первых, отличается простотой и согласованностью с гипотезой максимизации полезности рациональными потребителями. Кроме того, многие альтернативные гипотезы, например максимизацию продаж или рыночной доли, лучше рассматривать не как самостоятельные цели, а как краткосрочную тактику в рамках долгосрочной стратегии, ориентированной на максимизацию прибыли. Наконец, существуют объективные рыночные силы, заставляющие фирму максимизировать прибыль, даже если ее владельцы или менеджеры сами по себе к этому не склонны. Предположим, что некая фирма не максимизирует прибыль. Тогда, если в этом виноваты менеджеры и хотя бы простое большинство владельцев фирмы является потребителями с ненасыщаемой полезностью, оно будет заинтересовано в том, чтобы заменить таких менеджеров на тех, которые будут максимизировать прибыль. Если же в этом виноваты владельцы, то у любого другого предпринимателя с ненасыщаемой полезностью появится стимул завладеть фирмой и направить ее деятельность на максимизацию прибыли.

Максимизация прибыли является единственным наиболее жестким предположением, которое мы можем сделать, начиная изучать, а затем и предсказывать поведение фирм. Таким образом, мы будем предполагать, что любое решение фирмы обусловлено целью максимизации прибыли. Конкретные действия, направленные на достижение этой цели, будут зависеть от обстоятельств – во-первых, от технологических возможностей фирмы, во-вторых, от ситуации на рынках факторов производства, и наконец, от ситуации на рынке ее продукции. Для ясного понимания поведения фирмы потребуется также четко различать цель фирмы, которая всегда одна и та же, и ограничения, которые изменяются и определяются реальными рыночными факторами, находящимися за пределами ее влияния.

2. Производство

Производство – это процесс преобразования факторов производства в продукцию. Реальностью, с которой при этом сталкивается фирма, являются проблема технологической допустимости. Технология определяет и ограничивает возможности комбинирования факторов производства для выпуска продукции, и это ограничение может быть формализовано различными способами.
2.1 Производственное множество

Пример 2.1:
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Из различных сочетаний входных переменных можно получить разные сочетания выходных.

Способы описания
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Определение 1.    Пара ( xi ,yi ) - называется технологией или технологическим способом в терминах запасов. Если 
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, то мы задаем технологическое множество в терминах запасов.

Определение 2.  Если zi = yi - xi , то мы задаем технологическое множество в терминах потоков, а  zi = yi - xi  - это тоже называется технологией или технологическим способом.

Определение 3.   Множество 
[image: image5.wmf]{

}

(,)

Zxy

=

 будем называть производственным множеством (представление в виде запасов), где 
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 - все допустимые технологические способы. 

Z = R+n x R+n  
Определение 4.  Множество   Z = {z} будем называть производственным множеством (представление в виде потоков), где z = y - x   - все допустимые технологические способы. Z = R+n
Как задаются технологии множества:

· В виде таблицы

· В виде функций
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 технологическое множество в виде запасов
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Новое задание множества в виде потоков: 
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Свойства производственных множеств:

1. Будем говорить, что бездействие допустимо, т.е. 
[image: image11.wmf](0,0)
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 ноль на входе и выходе

2. Будем говорить, что «отсутствует рог изобилия», если технический процесс вида (0, y), где y>0 не допустим, т.е.  
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3. Технологическое множество Z является замкнутым 

4. Технологическое множество обладает свойством свободного расходования, если 
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5. Технологическое множество может быть ограничено, т.е. бесконечно много нельзя ни затратить, ни произвести.

6. Z – возможно выпуклое множество


[image: image16] Все промежуточные технологии допустимы, 

                       т.е. технология вида  
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Замечания:

1. Если технологическое множество является выпуклым, то соответствующая производственная функция является вогнутой. 

Справедливо и обратное.

2. Если производственное множество является замкнутым, то означает ли, что 
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 непрерывна? 

Если Свойство 1 выполнено, то верно ли, что [image: image23.wmf](0)0
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2.2 Производственная  функция

Множество производственных возможностей является наиболее общим способом охарактеризовать технологию фирмы, потому что оно предусматривает использование многих факторов производства и выпуск многих видов продукции. Однако нам часто придется рассматривать фирмы, производящие единственный продукт из многих факторов. В этом случае технологию фирмы удобнее описывать с помощью производственной функции. 

Если с помощью многих факторов производится только один продукт, будем обозначать объем выпуска через 
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, а объем 
[image: image25.wmf]i

-ого фактора через 
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 факторов весь вектор факторов будет обозначаться как 
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. Конечно, вектор факторов и объем выпуска должны быть неотрицательными, поэтому требуется, чтобы 
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Для каждого вектора факторов производства производственная функция описывает возможный объем выпуска. Таким образом, производственная функция 
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 является отображением из 
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 означает, что с использованием вектора 
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 может быть произведено 
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 единиц продукции (и не больше). 
Определение 5:  Производственная функция – функция, описывающая границу производственного множества.  
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[image: image38]                         
нельзя произвести больше, чем 
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Замечание. Определение корректно, если Z таково, что max  существует. Тогда можно заменить на sup.

Например, если Z – замкнуто и ограничено, то max существует. 

Если производственная функция задана, то [image: image40.wmf]{
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х – факторы производства, 
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 - производственная функция  
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Мы будем придерживаться следующего предположения о производственной функции 
[image: image43.wmf]f
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Свойства производственной функции

Предположение 1. Производственная функция 
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 является непрерывной, возрастающей и строго вогнутой на множестве 
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Непрерывность 
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 гарантирует, что небольшие изменения факторов ведут к небольшим изменениям объема выпуска. Условие возрастания 
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 обеспечивает строгое возрастание объема выпуска при строгом увеличении объема потребления любого из факторов. Условие строгой вогнутости 
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 вводится, в сущности, для простоты. Без него здесь можно обойтись без существенных изменений в результатах. Тем не менее, оно имеет определенный смысл. Одно из объяснений связано с тем, что строгая вогнутость обеспечивает наличие взаимодополняемости в производстве. Интуитивно это означает, что два фактора, скажем капитал и труд, являются в некоторой степени взаимодополняющими, если объем выпуска очень низок при малом количестве одного из факторов, даже если другого фактора много. В этом смысле для производства важно использование обоих факторов. В такой ситуации среднее двух экстремальных производственных векторов, в одном из которых много труда и мало капитала, а в другом мало труда и много капитала, позволит произвести больше продукции, чем каждый из этих векторов по отдельности, а может быть и они оба вместе взятые. Предположение о строгой вогнутости распространяет эту идею на средние всех различных пар векторов факторов производства. Последнее условие предположения  означает, что для производства положительного объема выпуска необходимо положительное количество факторов производства.

Пусть 
[image: image50.wmf]1

()

yfx

=Î

£

, тогда





[image: image51.wmf]1

(,...,)

()

i

n

x

iii

xx

fxx

yfx

MP

xxx

=

¶

¶¶

===

¶¶¶

, где                           (1)


[image: image52.wmf]i

x

MP

 - предельная производительность (предельный продукт) фактора 
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Если производственная функция дифференцируема, то ее частная производная 
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 называется предельным продуктом 
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-ого фактора и равна норме изменения объема выпуска при добавлении единицы 
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Замечание. По мере увеличения одного из факторов производства (другой остается постоянным), как правило, предельный продукт данного фактора убывает. 

Если 
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 возрастает и всюду дифференцируема, то 
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 для «почти всех» векторов факторов производства. Для простоты мы часто будем использовать предположение о том, что здесь всегда имеет место строгое неравенство.
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 - средняя производительность фактора (средний продукт фактора)

Для любого заданного уровня выпуска 
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 множество векторов факторов производства, из которых производится 
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 единиц продукта, называется изоквантой уровня 
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, т.е. изокванты представляют собой множество линий уровня функции 
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Для вектора факторов 
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 изокванта, проходящая через точку 
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, – это множество векторов факторов производства, каждый из которых позволяет произвести такой же объем выпуска, как и 
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Карта изоквант
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Пусть 
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, тогда изокванта, если она представлена некоторой функцией, которая будет дифференцируемой.

Предположим, что 
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Меняя 
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Предельная норма технологического замещения.
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Пусть технология описывается производственной функцией 
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Пусть f(x) является дифференцируемой, тогда её полный дифференциал
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В силу (4) dy =0 , следовательно
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Предположим, что хотя бы одна из частных производных  не равна 0. 
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MRTS – предельная норма технологического замещения.

Предельная норма технологического замещения (marginal rate of technical substitution, MRTS) измеряет степень, в которой один фактор может замещаться другим без изменения объема выпуска. 

Определение 6. Предельная норма тенологического замещения между 
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В случае двух факторов производства (рис.1) 
[image: image91.wmf])

(

1

x

ij

MRTS

 равна модулю наклона (
[image: image92.wmf]a

) изокванты, проходящей через 
[image: image93.wmf]1

x

, в точке 
[image: image94.wmf]1

x

.


[image: image95.wmf]X

2

 

 

 

 

 

 

                           ·  x

1

                 

 

 

                             

a

                             

 

                                                                

X

1

     

 

                                     

                

 


Рис.1. Предельная норма технологического замещения. Slope at = наклон 
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MRTS любых двух факторов производства, вообще говоря, зависит от количества всех используемых факторов.

Замечание. Предельная норма технологического замещения убывает по мере увеличения количества одного фактора и сокращения другого фактора, при котором мы остаёмся на той же самой изокванте.

В эмпирических работах, часто предполагается, что факторы производства можно разбить на относительно небольшое число типов, причем степень заменимости между факторами одного типа систематически отличается от степени заменимости между факторами разных типов. Производственные функции, обладающие этим свойством, называются сепарабельными, причем существует не менее двух основных видов сепарабельности.
Сепарабельные производственные функции

Определение 7: Пусть 
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 количество факторов производства и предположим, что это множество можно разбить на 
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. Производственная функция называется нестрого сепарабельной, если MRTS между двумя факторами одной группы не зависит от факторов, входящих в другую группу:
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 производственная функция называется строго сепарабельной, если MRTS между двумя факторами из разных групп не зависит от факторов за пределами этих групп:
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MRTS является одной из локальных мер заменимости факторов при данном объеме выпуска. Однако экономисты предпочитают измерять подобные параметры с помощью безразмерных эластичностей. Хотя существует несколько таких показателей, наиболее распространенным из них является эластичность замещения 
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 при фиксированном уровне выпуска и объеме всех остальных факторов она определяется как процентное изменение соотношения факторов 
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 в результате изменения MRTS между ними на 1%. 
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Рис. 2. (а) 
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 бесконечна, факторы полностью взаимозаменяемы. (б) 
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 конечна, но больше нуля, заменимость неполная. (в) 
[image: image118.wmf]s

 равна нулю, факторы не взаимозаменяемы.

Эластичность замещения

Определение 8. Для производственной функции 
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[image: image120.wmf]i

-ым и 
[image: image121.wmf]j

-ым факторами в точке 
[image: image122.wmf]x

 определяется как


[image: image123.wmf]))

(

)

(

(

)

(

)

(

)

(

))

(

)

(

ln(

)

ln(

x

x

x

x

x

x

j

i

j

i

i

j

i

j

j

i

i

j

ij

f

f

d

f

f

x

x

x

x

d

f

f

d

x

x

d

=

º

s

,                           (10)
где 
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-ого и 
[image: image127.wmf]j

-ого факторов. 

Если производственная функция квазивогнута, то эластичность замещения не может быть отрицательной, т.е. 
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. Чем ближе она к нулю, тем «труднее» будет происходить замещение факторов; чем она больше – тем «легче» замещение между ними. Смысл этого проще всего увидеть в случае двух факторов. На рис. 2 (а) изокванта линейна, между факторами имеется полная взаимозаменяемость, 
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 бесконечна. На рис. 2 (б) изображен промежуточный случай, где 
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 не равна ни нулю, ни бесконечности, а изокванты не являются ни прямыми, ни прямыми углами. Чем ближе 
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 к нулю, тем больше форма изоквант приближается к прямому углу и тем «труднее» замещение между факторами; чем 
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 больше, тем более гладкими являются изокванты и тем «легче» замещение между факторами.

Пример 2.2. Рассмотрим производственную функцию с постоянной эластичностью замещения
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Чтобы рассчитать эластичность замещения, заметим, что 
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Вычислив частные производные функции 
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, поделив их друг на друга и взяв логарифмы, получим
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Взяв полный дифференциал, найдем знаменатель 
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:


[image: image142.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

r

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

2

1

1

2

1

1

1

)

1

(

ln

dx

x

dx

x

f

f

d

.





(П.2)

Поделив (П.1) на (П.2), получаем эластичность замещения
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которая является константой, отсюда и аббревиатура CES – постоянная эластичность замещения (constant elasticity of substitution).

Для CES-функций степень замещения между факторами всегда одна и та же независимо от уровня выпуска или соотношения факторов. Это ограничивает диапазон технологий, описываемых такими функциями. С другой стороны, с помощью различных значений параметра 
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, а значит и различных значений параметра 
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, можно задавать технологии с самой разной (но всюду постоянной) степенью замещения факторов. Чем ближе 
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 к единице, тем больше 
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; если 
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 равно единице, то 
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 бесконечна, производственная функция является линейной, а ее изокванты аналогичны тем, что изображены на рис. 2 (а).

Другие популярные производственные функции также можно рассматривать как частные случаи некоторых CES-функций. В частности, легко проверить, что 
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является функцией с постоянной эластичностью замещения, у которой 
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, и эта функция сводится к однородной первой степени (линейно однородной) функции Кобба-Дугласа
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, что дает леонтьевскую производственную функцию в качестве предельного случая:
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с изоквантами, аналогичными представленным на рис. 2 (в).

Все производственные функции с постоянной эластичностью замещения (включая предельные случаи функций Кобба-Дугласа и Леонтьева) входят в класс линейно однородных производственных функций, который играет большую роль в теоретических и прикладных исследованиях. Линейная однородность дополнительно структурирует производственную функцию, а помимо прочего, линейно однородные функции всегда вогнуты.

2.3 Отдача от масштаба и отдача от изменения пропорций

Нам часто необходимо знать, как объем выпуска реагирует на изменения количества тех или иных факторов производства. Например, в краткосрочном периоде, т.е. таком периоде времени, в течение которого по крайней мере один фактор производства фиксирован, влиять на объем выпуска можно только варьируя определенные (но не любые) факторы. При изменении объема переменного фактора изменяется и соотношение между используемыми фиксированными и переменными факторами. «Отдача от изменения пропорций» означает реакцию объема выпуска в этой ситуации. В долгосрочном периоде фирма может варьировать все факторы производства, и одним из способов описания реакции объема выпуска является классификация производственных функций по их «отдаче от масштаба». Точнее, отдача от масштаба имеет место, когда все факторы изменяются в одной и той же пропорции, т.е. когда пропорционально увеличивается или уменьшается весь «масштаб» производства. В двухфакторном случае различие между этими двумя характеристиками производственной функции легче всего увидеть на рис. 3. Отдача от изменения пропорций относится к поведению выпуска при движении по карте изоквант вдоль горизонтальной прямой 
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 остается постоянным, а количество 
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 изменяется. Отдача от масштаба связана с поведением выпуска при движении вдоль луча, такого как OA, на котором количество факторов 
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 изменяется одновременно, при этом оставаясь в соотношении 
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Элементарные показатели отдачи от изменения пропорций включают предельный продукт, 
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, каждого фактора. Эластичность выпуска по 
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-ому фактору, измеряющая процентное изменение объема выпуска в ответ на изменение объема 
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-ого фактора на 1%, определяется как 
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. Это все локальные показатели, определенные в точке. Отдачу технологии от масштаба можно определить локально или глобально. Говорят, что функция имеет постоянную, возрастающую или убывающую отдачу от масштаба, если она соответствует следующему определению.

(Глобальная) Отдача от масштаба

Определение 9. Производственная функция 
[image: image171.wmf])

(

x

f

 имеет (глобальное) свойство

1. постоянной отдачи от масштаба, если 
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2. возрастающей отдачи от масштаба, если 
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3. убывающей отдачи от масштаба, если 
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 (DRS). 
Из этих определений отдачи от масштаба видно, что производственная функция имеет постоянную отдачу, если она является (положительно) линейно однородной функцией. Также заметим, что любая однородная производственная функция степени больше (меньше) единицы должна иметь возрастающую (убывающую) отдачу, хотя обратное, вообще говоря, не верно.

Следует отметить, что многие производственные функции, 
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 являющиеся непрерывными, возрастающими и строго вогнутыми на множестве 
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, не попадают ни в одну из трех указанных категорий. Ряд технологий демонстрирует возрастающую, постоянную и убывающую отдачу от масштаба только в определенных диапазонах объема выпуска. Поэтому полезно иметь локальную меру отдачи от масштаба. Одна из них определяется в точке и равна мгновенному процентному изменению объема выпуска в ответ на увеличение объема всех факторов производства на 1%. Ее называют эластичностью масштаба или (общей) эластичностью выпуска и определяют следующим образом.

(Локальная) Отдача от масштаба

Определение 10. Эластичность от масштаба в точке 
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 по определению равна
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Отдача от масштаба является локально постоянной, возрастающей или убывающей, когда 
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 равна, больше или меньше единицы. Эластичность масштаба и эластичности выпуска по факторам связаны следующим соотношением:
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Пример 2.3. Рассмотрим производственную функцию с переменной отдачей от масштаба:
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где 
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. Найдем эластичности выпуска по каждому фактору:
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Каждая из них, очевидно, зависит и от масштаба, и от пропорций факторов. Складывая их, получим следующее выражение для эластичности масштаба:
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которое также зависит от 
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.

Гораздо более простые выражения можно получить, если рассматривать эластичности как функции от уровня выпуска. Из (П.1),
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Подставляя (1) и (2), получим
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Снова складывая эти выражения, найдем
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Отсюда ясно, что отдача каждого фактора и общая отдача от масштаба монотонно убывают с ростом объема выпуска. При 
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Теорема 2.1. Правило Эйлера
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Доказательство. Будет полезно определить функцию от 
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и отметить некоторые ее свойства. В частности, для фиксированного 
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это выражение при 
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Для того, чтобы доказать необходимость, предположим, что 
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что и доказывает необходимость.

Чтобы доказать достаточность, предположим (Т.4) выполнено. Подставим 
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Умножая обе части выражения (Т.2) на 
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, сравним полученное с (Т.5), чтобы обнаружить соотношение 
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Теперь рассмотрим функцию 
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для любого 
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, и доказательство завершено. ###

Нам бы хотелось получить следствие из теоремы Эйлера для линейно однородных функций. Для 
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2.4 Издержки

Издержки фирмы на производство продукции в точности равны расходам, которые она несет на приобретение факторов производства. Технология, вообще говоря, допускает, что любой уровень выпуска может быть достигнут с помощью различных векторов факторов производства, и эта возможность отражена в множествах уровня производственной функции. Таким образом, фирме необходимо решать, какие из допустимых производственных планов она будет использовать. Если цель фирмы – максимизировать прибыль, то она обязательно выберет наименее затратный, или минимизирующий издержки, производственный план для каждого уровня выпуска. Отметим, что это будет верно для любой фирмы – монополистической, совершенно конкурентной, или какой-то другой.
Чтобы определить наименее затратный способ производства, фирма должна учитывать условия, на которых она покупает факторы производства, а также технологические возможности производства. Они, в свою очередь, зависят от ситуации на рынках факторов. Например, кривые предложения на некоторые или все факторы, необходимые фирме, могут иметь положительный наклон, т.е. чем больше фирма приобретает, тем выше для нее цена единицы фактора. Напротив, фирма может быть маленькой и незаметной силой на рынках факторов и, соответственно, приобретать любое количество фактора, не влияя на сложившиеся рыночные цены. Тогда о фирме говорят, что она является совершенно конкурентной на рынках факторов производства, поскольку не обладает возможностью самостоятельно влиять на цены на этих рынках. В любом случае, фирмы должны учитывать эти обстоятельства. 

Далее мы будем предполагать, что фирмы совершенно конкурентны на рынках факторов производства, и поэтому цены на факторы фиксированы. Пусть 
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. Поскольку фирма максимизирует прибыль, она будет производить некоторый объем продукции, используя тот вектор факторов, который требует наименьших денежных затрат. Поэтому можно говорить об издержках производства 
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 единиц продукции – это будут издержки на приобретение по ценам 
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 наименее затратного набора факторов, с помощью которого можно произвести 
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 единиц выпуска.

Основная задача: пусть задана производственная функция 
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1. Условие (2) можно свести к точному равенству, т.е. 
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Обратите внимание , что если 
[image: image261.wmf]()
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 - возрастающая, то в задаче (1, 2) вместо условия (2)  используется (2’).

Замечание. Возрастающая функция – монотонная функция многих переменных 
[image: image262.wmf]'"(')(")

xxfxfx

³Þ³


2. Рассмотрим множество
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 - множество используемых факторов

Обозначим 
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 решение задачи (1),(2). 
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 не обязательно единственный, может быть много наборов. Примем соглашение: в данном исследовании 
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[image: image271.wmf]()
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 - функция издержек

 Предположение: Пусть f(x) непрерывна по x  и является  монотонно возрастающей по  x ( ряде случаев достаточно  неубывания).

Тогда задача ( 2´) – задача на безусловный экстремум, которую можно решить с помощью метода множителей Лагранжа.

Методом множителей Лагранжа 
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Предположим, что решение является внутренней точкой, x*>0.

Из классической теоремы Лагранжа следует, что если min есть и равен 
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Тоже соответствует минимальному по стоимости набору факторов. 

Для любой пары факторов MRTS равна отношению цен на эти факторы. 
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Если заданы цены, то можно найти   x*,  чтобы выполнялось  (7).

Из условий первого порядка ясно, что решение зависит от параметров 
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 и 
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. Более того, оно единственно, поскольку 
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 можно обозначить вектор факторов производства, минимизирующий издержки выпуска 
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 единиц продукции при ценах факторов 
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. Его называют условным спросом фирмы на факторы производства, поскольку он обусловлен уровнем выпуска 
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, который пока считается произвольным и поэтому может обеспечивать или не обеспечивать максимизацию прибыли. 
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Рис. 4. Решение задачи минимизации издержек фирмы. 

Решение задачи минимизации издержек изображено на рис. 4. Для двух факторов производства внутреннее решение соответствует точке касания 
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Пример 2.4. Пусть технология фирмы задана двухфакторной функцией с постоянной эластичностью замещения. Тогда задача минимизации издержек имеет вид
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Предположим, что 
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 и существует внутреннее решение, тогда условия первого порядка для соответствующего лагранжиана сводятся к следующему виду:
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Выразив 
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 из (П.1) и подставив в (П.2), после преобразований получим
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Найдя отсюда 
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Чтобы найти функцию издержек, подставим (П.3) и (П.4) обратно в целевую функцию задачи минимизации, откуда
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2.5. Свойства функции издержек

Если 
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 непрерывная и возрастающая, то 
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5. Однородна первой степени по 
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Пример 2.5. Рассмотрим функцию издержек Кобба-Дугласа, 
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. По лемме Шепарда, условный спрос на факторы производства можно получить путем дифференцирования по ценам факторов, т.е.
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Если взять отношение функций условного спроса, мы увидим, что

.
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Это означает, что пропорции, в которых фирма с такой функцией издержек будет использовать факторы производства, зависят только от относительных цен факторов и не зависят от объема выпуска.

Определим долю фактора производства, 
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Будучи решениями задачи минимизации издержек фирмы, функции условного спроса на факторы обладают некоторыми общими свойствами.

Теорема 2.2. Свойства функций условного спроса на факторы производства

Пусть производственная функция удовлетворяет предположению 1 , а соответствующая ей функция издержек дважды непрерывно дифференцируема. Тогда

1. Функция 
[image: image334.wmf])

,

(

y

w

x

 однородна нулевой степени по 
[image: image335.wmf]w

.

2. Матрица замещения, определяемая как
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симметрична и отрицательно полуопределена. В частности, свойство отрицательной полуопределенности означает, что 
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Однородные или, в более общей формулировке, гомотетичные технологии производства часто встречаются в теоретических и прикладных работах. Функции издержек и условного спроса на факторы производства, соответствующие этим технологиям, обладают рядом свойств, некоторые из которых перечислены ниже.

Теорема 2.3. Функции издержек и условного спроса на факторы при гомотетичных технологиях производства

Если производственная функция удовлетворяет предположению 1 и является гомотетичной, то

(а) функция издержек является мультипликативно сепарабельной по ценам факторов и выпуску и может быть записана как 
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 – функция единичных издержек, или издержки на производство единицы продукции.

(б) функции условного спроса на факторы производства мультипликативно сепарабельны по ценам факторов и выпуску и могут быть записаны как 
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Если производственная функция однородна степени 
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Доказательство. Вторую часть теоремы можно доказать аналогично первой, и читателю предлагается проделать это самостоятельно в качестве упражнения. Пункт (б) первой части следует из леммы Шепарда, поэтому необходимо доказать только пункт (а).

Обозначим производственную функцию через 
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 однородна первой степени.

Для простоты предположим, что образом 
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где в предпоследней строке производится замена 
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Из возрастания 
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 следует возрастание 
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Общий вид функции издержек, который мы рассматривали до этого момента, правильнее всего понимать как издержки фирмы в долгосрочном периоде. Ранее мы предполагали, что выбирая производственный план, минимизирующий издержки, фирма может менять количество любого используемого ей фактора. В краткосрочном периоде у нее такой возможности нет. Обычно фирма имеет некоторые фиксированные обязательства, скажем, арендовать завод определенного размера или оборудование определенного типа. Поскольку в краткосрочном периоде фирма «связана» фиксированным объемом некоторых факторов и не может выбирать их оптимальным образом, как в долгосрочном периоде, ее издержки в краткосрочном периоде скорее всего будут отличаться от издержек в долгосрочном периоде. Чтобы исследовать соотношение между этими двумя типами издержек, определим ограниченную функцию издержек фирмы, или функцию издержек фирмы в краткосрочном периоде.

Определение 11. Ограниченная функция издержек (функция издержек в краткосрочном периоде)

Пусть производственная функция имеет вид 
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 является подвектором переменных факторов производства, а 
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 – подвектором постоянных факторов. Пусть 
[image: image388.wmf]w

 и 
[image: image389.wmf]w

 – соответствующие этим подвекторам цены переменных и постоянных факторов. Ограниченная функция совокупных издержек, или функция издержек в краткосрочном периоде, определяется как
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Оптимальные издержки на переменные факторы, 
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Рассмотрим это определение внимательно. Заметим, что оно отличается от определения обобщенных или долгосрочных издержек только тем, что фиксированные факторы входят в него не как выбираемые фирмой переменные, а как параметры. Отсюда должно быть ясно, что для любого данного уровня выпуска издержки в долгосрочном периоде, когда фирма может устанавливать объем всех факторов оптимальным образом, не могут превышать издержки в краткосрочном периоде, когда оптимальным образом выбирается объем некоторых, но не всех факторов.

Это проиллюстрировано на рис. 5 с использованием изоквант и изокост (здесь для простоты мы предположили, что 
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Рис. 5. 
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 для любых уровней выпуска 
[image: image420.wmf]y
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Еще раз посмотрим на рис. 5. Является ли случайным совпадение долгосрочных и краткосрочных издержек при уровне выпуска 
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? Нет, не является. Почему же два вида издержек равны? Из рисунка легко увидеть, что фиксированный объем второго фактора 
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 при действующих ценах на факторы – т.е. 
[image: image425.wmf]2

x

, по сути, является элементом оптимального вектора факторов. Поэтому при объеме выпуска 
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 различия между издержками краткосрочного и долгосрочного периода быть не может. Заметим далее, что в такой связи 
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 ничего особенного нет. Издержки производства 
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 единиц фиксированного фактора, а для производства 
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 издержки в краткосрочном и долгосрочном периодах совпали бы, если бы у фирмы было только 
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 единиц фиксированного фактора. Различные объемы фиксированного фактора порождают различные функции краткосрочных издержек, но в каждом случае при некотором уровне выпуска издержки в краткосрочном и долгосрочном периодах совпадут. 

Продолжая изучать эту связь, обозначим через 
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[image: image435.wmf]))

(

;

,

,

(

)

,

,

(

y

y

sc

y

c

x

w

w

w

w

º



верно для любых 
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Далее, поскольку объем фиксированных факторов выбран таким образом, чтобы минимизировать краткосрочные издержки, оптимальное значение 
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для каждого фиксированного фактора 
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Рис. 6. Кривая совокупных издержек в долгосрочном периоде является огибающей кривых совокупных издержек в краткосрочном периоде.

Обобщим все то, что нам удалось показать. Во-первых, задача минимизации издержек в краткосрочном периоде связана с бóльшим числом ограничений, чем в долгосрочном, поэтому нам известно, что 
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 для любых объемов выпуска и фиксированных факторов. Во-вторых, для любого уровня выпуска тождество (8) утверждает, что краткосрочные и долгосрочные издержки совпадут для некоторой функции издержек в краткосрочном периоде, соответствующей определенному уровню фиксированного фактора. Наконец, (10) гласит, что наклон этой краткосрочной функции издержек будет равен наклону долгосрочной функции издержек в пространстве «издержки – выпуск». (Этот вывод, конечно, можно было получить и напрямую, воспользовавшись теоремой об огибающей). Если две функции принимают одно и то же значение в одной и той же точке на плоскости, а их наклоны равны, то они касаются. Таким образом, мы приходим к выводу, знакомому из промежуточного курса микроэкономики: кривая долгосрочных совокупных издержек является нижней огибающей всего семейства кривых краткосрочных совокупных издержек! Эта ситуация изображена на рис. 6.

Замечание. Функция средних издержек показывает издержки на единицу продукции.
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Замечание. Пусть   TC(w,y) - непрерывно дифференцируема, то предельные издержки определяем как 
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Совокупные издержки в краткосрочном периоде состоят из двух типов ( переменных и постоянных ).
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Имеет место 
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3. Конкурентная фирма

В данном разделе мы рассмотрим поведение фирмы, которая является совершенно конкурентной как на рынках факторов производства, так и на рынке готовой продукции. Фирма является совершенно конкурентной на рынке продукции, если она считает, что объем ее производства и продаж не оказывает влияния на сложившиеся рыночные цены. Конкурентная фирма наблюдает рыночную цену своей продукции, предполагая, что она не изменится независимо от ее объема продаж, и соответствующим образом строит свои планы. Такая фирма (price-taker) воспринимает цену как данную и на рынке факторов, и на рынке готовой продукции.

Одна из интерпретаций этого заключается в том, что фирма может выбирать цену, по которой она продает свою продукцию и цены, по которым она приобретает факторы производства. Если она попытается продать продукцию по цене выше рыночной, то ей не удастся этого сделать, поскольку на конкурентном рынке продукции потребители полностью информированы о том, что другие фирмы продают тот же самый продукт по более низкой цене. С другой стороны, если фирма может продать сколько угодно продукции по рыночной цене, ей нет необходимости снижать цену. Следовательно, для фирмы лучше всего всегда устанавливать цену своей продукции равной рыночной. Таким образом, фирма действует так, как если бы она воспринимала цену своей продукции как данную. Аналогично, фирма не может платить за факторы производства по цене ниже рыночной, поскольку на конкурентном рынке факторов владельцы могут продать их другим фирмам по более высокой, рыночной цене. И поскольку у фирмы снова нет стимула платить больше, оптимальным решением для нее будет предлагать рыночную цену за факторы.

Хотя и предположение о том, что цена воспринимается как данность, и его условия крайне далеки от реальности, они дают возможность построить простую модель фирмы, способную привести к глубоким результатам. Конкурентная фирма, таким образом, заслуживает внимательного изучения.

3.1. Максимизация прибыли

Прибыль фирмы равна разнице между доходом от продажи готовой продукции и издержками на приобретение факторов для ее производства. Конкурентная фирма может продать каждую единицу продукции по рыночной цене 
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, поэтому ее доход (выручка) является простой функцией выпуска: 
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 задает цены факторов, то издержки использования 
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 может не быть наилучшим объемом выпуска для фирмы. Во-вторых, даже если бы он и был наилучшим, вектор используемых факторов 
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 может не быть наилучшим способом для его производства. Поэтому фирме приходится принимать решения об объеме выпуска и о том, сколько и каких факторов использовать для производства. 

Как обычно, мы предполагаем, что основная цель фирмы – это максимизация прибыли. Тогда она выберет такой уровень выпуска и такую комбинацию факторов, которые будут решением следующей задачи:
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где 
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 – производственная функция, удовлетворяющая предположению 1. Решение этой задачи показывает, сколько продукции фирма продаст и сколько и каких факторов производства приобретет.

Мы снова можем заменить неравенство в ограничении на равенство в силу возрастания производственной функции. Следовательно, поскольку 
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Предположим, что эта задача имеет внутреннее решение при векторе факторов 
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Левую часть равенства, произведение цены продукции на предельный продукт 
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-го фактора, часто называют предельным доходом от продукта 
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-ого фактора. Он задает скорость увеличения дохода при добавлении единицы 
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-ого фактора. В оптимуме она должна равняться издержкам на единицу 
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Предполагая далее, что все 
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 положительны, можно воспользоваться условиями первого порядка, чтобы получить равенства


[image: image476.wmf]j

i

j

i

w

w

x

f

x

f

=

¶

¶

¶

¶

)

(

)

(

*

*

x

x

 для всех 
[image: image477.wmf]i

, 
[image: image478.wmf]j

,

которые означают, что предельная норма технологического замещения любых двух факторов производства равна отношению их цен. Они в точности повторяют условие выбора факторов с учетом минимизации издержек, которое  мы  получили в п. 2.4 (условие 6). Таким образом, подтверждается наше интуитивное представление о том, что максимизация прибыли требует минимизации издержек производства.

Задачу максимизации прибыли фирмы можно сформулировать и так, чтобы подчеркнуть необходимость минимизации издержек. Вместо того, чтобы максимизировать прибыль в  один шаг, как это делалось раньше, рассмотрим двухшаговую процедуру. Сначала для каждого из возможных уровней выпуска рассчитаем (наименьшие) издержки производства, а затем выберем тот уровень выпуска, который максимизирует разницу между доходом, который он приносит, и издержками. 

Первый шаг этой процедуры нам уже знаком. Наименьшие издержки производства 
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 единиц продукции задаются функцией издержек, 
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Если 
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 является оптимальным уровнем выпуска, то он удовлетворяет условию первого порядка
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т.е. выпуск устанавливается таким образом, чтобы цена равнялась предельным издержкам. Условия второго порядка требуют, чтобы предельные издержки в оптимуме не убывали, 
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Рис. 7. Выбор объема выпуска для конкурентной фирмы. Прибыль максимизируется в точке 
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, в которой цена равна предельным издержкам, а предельные издержки являются неубывающими. Price, cost = цена, издержки; Output = выпуск.

3.2. Функция прибыли

Если 
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 удовлетворяет предположению 1, то решения максимизационной задачи (1) (если они существуют) будут единственными для каждого вектора цен 
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, называется функцией предложения готовой продукции фирмы, а вектор оптимального объема факторов производства, 
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, задает функции спроса фирмы на факторы производства. Последние являются полноценными функциями спроса, поскольку, в отличие от функций условного спроса на факторы, частично зависящих от выпуска, они обеспечивают достижение главной цели фирмы – максимизацию прибыли. Функция прибыли, определенная ниже, представляет собой полезный инструмент для изучения этих функций спроса и предложения.

Определение 12. Функция прибыли

Функция прибыли фирмы зависит только от цен на продукцию и факторы производства и определяется как решение следующей задачи максимизации:
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Ценность функции прибыли зависит от выполнения некоторых предпосылок. Среди них немаловажной является само существование максимума прибыли. Это не просто придирка, как может показаться. Пусть технология имеет возрастающую отдачу от масштаба и пусть 
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Это означает, что увеличение объема факторов в пропорции 
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 прибыль уже была максимальной. Заметим, что в случае постоянной отдачи от масштаба эта проблема не возникает, если максимальный уровень прибыли оказывается равным нулю. Однако тогда неопределенным является масштаб деятельности фирмы, потому что для всех 
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обеспечивают один и тот же – нулевой – уровень прибыли.

Если функция прибыли определена корректно, то она обладает некоторыми полезными свойствами, каждое из которых уже должно казаться знакомым и вполне разумным.
Теорема 3.1. Свойства функции прибыли
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Доказательство. Доказательства каждого свойства проводятся по знакомым схемам, и поэтому большинство из них оставлено в качестве упражнений. Ниже мы приведем только краткое доказательство выпуклости.
Пусть объем выпуска 
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 обеспечивают максимизацию прибыли при ценах продукции 
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Следовательно, для 
[image: image539.wmf]1

0

£

£

t



[image: image540.wmf])

,

(

)

)

1

(

(

)

)

1

(

(

)

,

(

)

1

(

)

,

(

*

*

t

t

p

t

t

y

p

t

tp

p

t

p

t

w

x

w

w

w

w

p

=

×

¢

-

+

-

¢

-

+

³

¢

¢

p

-

+

p

,

что доказывает выпуклость. ###

Заметим, что по лемме Хотеллинга предложение фирмы и ее спрос на факторы можно получить напрямую простым дифференцированием. Отсюда можно вывести ограничения на поведение фирмы, которые следуют из гипотезы максимизации прибыли. Они перечислены в следующей теореме.

Теорема 3.2. Свойства функций предложения фирмы и спроса на факторы производства

Пусть 
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[image: image544.wmf])

,

(

)

,

(

w

w

p

y

t

tp

y

=

 для всех 
[image: image545.wmf]0

>

t

,


[image: image546.wmf])

,

(

)

,

(

w

w

p

x

t

tp

x

i

i

=

 для всех 
[image: image547.wmf]0

>

t

 и 
[image: image548.wmf]n

i

,

,

1

K

=

.

2. Существуют эффекты цен
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3. Матрица замещения 
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симметрична и положительно полуопределена.

Доказательство. Однородность предложения продукции и спроса на факторы следует из леммы Хотеллинга и однородности функции прибыли. Свойство 2 гласит, что предложение продукции не убывает по ее цене, а спрос на каждый фактор не возрастает по его цене. Чтобы убедиться в этом, воспользуемся леммой Хотеллинга и выразим функции спроса и предложения как 
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Поскольку эти равенства верны для всех 
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, продифференцируем обе части каждого из них, что дает
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Каждая производная в правой части с точностью до знака равна второй частной производной функции 
[image: image561.wmf])
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. Поскольку 
[image: image562.wmf])

,

(

w

p

p
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, ее вторые частные  производные  неотрицательны,  что  с учетом указанных знаков доказывает пункт 2. 

Матрица замещения в пункте 3, как уже должно быть ясно, совпадает с матрицей Гессе (матрицей вторых частных производных) функции прибыли. Она симметрична по теореме Юнга и положительно полуопределена вследствие выпуклости функции прибыли. (Примечание: обратите внимание на знак каждого члена, включающего функцию спроса на фактор производства.) ###

Аналогично случаю потребительского спроса и условного спроса на факторы, для функций спроса на факторы и предложения готовой продукции также существует теорема о восстановлении. Читателю предлагается изучить этот вопрос в качестве упражнения.
Пример 3.1. Пусть производственная функция имеет постоянную эластичность замещения:
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Показать, что при 
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 она имеет убывающую отдачу от масштаба. 

Предположим, что 
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Запишем лагранжиан задачи максимизации прибыли (1). В предположении о том, что решение является внутренним, условия первого порядка сводятся к следующему виду:
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Из отношения (П.1) и (П.2), получим 
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Подставив этот результат в (1) и выразив 
[image: image575.wmf]y

, найдем функцию предложения
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Из (П.4) и (П.5) найдем функции спроса на факторы производства:
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Чтобы получить функцию прибыли, подставим последние два уравнения в целевую функцию:
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где 
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Заметим, что если 
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, то производственная функция имеет постоянную отдачу от масштаба, а функция прибыли не определена, как мы видели раньше. Если 
[image: image582.wmf]1
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 и производственная функция имеет возрастающую отдачу от масштаба, то мы, несомненно, можем получить выражение (П.7), как мы и сделали, но что это нам дает? Если посмотреть внимательнее и проверить условия второго порядка, то мы увидим, что (П.5) и (П.6) обеспечивают локальный минимум прибыли, а не максимум. Таким образом, максимум прибыли при возрастающей отдаче также не определен. ##

На самом деле, определенную нами функцию прибыли лучше всего понимать как функцию прибыли в долгосрочном периоде, поскольку мы предположили, что фирма может устанавливать уровень выпуска и объем используемых факторов по своему усмотрению. Как и для функции издержек, мы можем построить ограниченную функцию прибыли, или функцию прибыли в краткосрочном периоде, описывающую поведение фирмы, когда некоторые из факторов производства фиксированы, а некоторые являются переменными.

Ограниченная функция прибыли может быть эффективным инструментом по нескольким причинам. Во-первых, во многих приложениях в высшей степени разумно предполагать, что предложение по крайней мере некоторых факторов производства фиксировано. При обычных предположениях относительно технологии, наличие фиксированных факторов обычно исключает неопределенность и неограниченность максимума прибыли фирмы. Наконец, большинство свойств обобщенной функции прибыли, связанных с ценами на продукцию и факторы производства, сохраняются, но относятся к ценам на продукцию и переменные факторы производства.

Теорема 3.3. Ограниченная функция прибыли (функция прибыли в краткосрочном периоде)

Пусть производственная функция равна 
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 – подвектор переменных факторов, а 
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 – подвектор фиксированных факторов производства. Пусть 
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 – соответствующие векторы цен на переменные и фиксированные факторы. Ограниченная функция прибыли (функция прибыли в краткосрочном периоде) определяется как
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 называются, соответственно, функциями краткосрочного, или ограниченного, предложения и спроса на переменные факторы производства.
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 обладают всеми тремя свойствами, приведенными в теореме 3.8 для выпуска и цен на переменные факторы производства.

Доказательство. Доказательство свойств 
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 повторяет доказательство аналогичных свойств в теореме 3.1. Однородность по ценам переменных факторов является единственным из них, которое не переносится на случай функции прибыли в краткосрочном периоде. Свойства функций краткосрочного спроса и предложения доказываются аналогично теореме 3.2, за исключением однородности, требующей некоторой модификации доказательства и оставленной в качестве упражнения. ###

Пример 3.2. Выведем краткосрочную функцию прибыли для технологии Кобба-Дугласа с постоянной отдачей от масштаба. Если зафиксировать 
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 в целевую функцию. Тогда задача сводится к выбору значения переменной 
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Условие первого порядка по 
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Выразив 
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Подставив это выражение в (П.1) и упростив, найдем краткосрочную функцию прибыли:
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Заметим, что поскольку 
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, краткосрочная прибыль корректно определена даже при том, что производственная функция демонстрирует постоянную отдачу от масштаба (в долгосрочном периоде).

По лемме Хотеллинга, краткосрочное предложение можно найти, дифференцируя (П. 3) по 
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Можно ожидать, что функция предложения будет иметь положительный наклон. Для проверки убедимся в том, что
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В качестве последнего взгляда на поведение фирмы в краткосрочном периоде отвлечемся от спроса на факторы производства и обратим внимание на предложение готовой продукции. Задачу определения объема факторов производства можно включить в краткосрочную функцию издержек и выразить прибыль в краткосрочном периоде как
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Согласно условию первого порядка, при оптимальном положительном объеме выпуска 
[image: image623.wmf]*
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т.е. цена равняется (краткосрочным) предельным издержкам.

Является ли это утверждение универсальным правилом, которому должна следовать конкурентная фирма при определении объема выпуска в краткосрочном периоде? Предположим, что цена равна предельным издержкам при некотором 
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. Тогда совокупные краткосрочные издержки можно выразить как сумму общих переменных издержек, 
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, и совокупных фиксированных издержек, 
[image: image627.wmf]tfc

, где первая формула задает оптимальные затраты на переменные факторы производства, а вторая – на фиксированные факторы. Опуская параметры, прибыль в краткосрочном периоде можно записать как
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Что будет, если 
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 отрицательна? Фирме по-прежнему лучше производить 
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, даже если это приносит убытки? Вышеприведенное условие первого порядка гласит, что если фирма намерена выпускать положительный объем продукции, то уровень выпуска, максимизирующий прибыль (или минимизирующий убытки), составит 
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, где цена равна предельным издержкам. Однако фирма всегда может закрыться и не производить ничего. Если она произведет 
[image: image632.wmf]0
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, она не получит доходов и не будет приобретать переменные факторы производства, поэтому переменные издержки будут равны нулю. При этом фирме по-прежнему необходимо нести постоянные издержки, поэтому прибыль (убытки) при закрытии составят
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Очевидно, что фирма, максимизирующая прибыль, будет выбирать между производством 
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 с убытком и «производством» 
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 с убытком в зависимости от того, какой вариант приносит большую прибыль (меньшие убытки). Таким образом, фирма произведет 
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, только если 
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что, в свою очередь, эквивалентно условию
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Теперь у нас есть полное описание процесса выбора фирмой объема выпуска в краткосрочном периоде. Если фирма производит положительный объем продукции, то она будет производить его на таком уровне, чтобы цена равнялась предельным издержкам (при неубывающих предельных издержках) и не была ниже средних переменных издержек. Если при равенстве предельным издержкам цена окажется ниже средних переменных издержек, то фирма закроется и не будет производить ничего. 
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� В том случае, если это не является кристально ясным, вспомним, что т.к. � EMBED Equation.3  ���,  на � EMBED Equation.3  ��� умножаются все � EMBED Equation.3  ��� переменных, так что эффект от умножения распространяется на каждую переменную. Чтобы найти производную � EMBED Equation.3  ��� по � EMBED Equation.3  ���, мы, тем самым, должны просуммировать отдельные эффекты от изменения � EMBED Equation.3  ���, которые действуют на � EMBED Equation.3  ��� по эти переменным. Более того, при подсчете производной, мы должны воспользоваться формулой дифференцирования сложной функции. Таким образом, � EMBED Equation.3  ���. Но � EMBED Equation.3  ���, откуда следует (Р.2).


� Хотя это свойство следует из п. 3, мы выделили его в отдельный пункт, чтобы подчеркнуть его значение.
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